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大小叶盘结构连续参数模型
和振动模态
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(北京航空航天大学 能源与动力工程学院,北京 100083)

摘要: 给出了用于研究大小叶片整体叶盘结构固有振动特性分析的连续参数模型。模型用 T imoshinko 梁模

拟叶片, 用平板模拟轮盘,并在叶片和轮盘间引入弹簧元件模拟叶片和轮盘间的耦合关系,简化了两者间的边

界条件和连续性条件。采用 Gram-Schmidt 方法生成正交多项式作为李兹容许函数进行模型的离散化,简化

了所得到的频率方程求解过程, 有利于求解过程的数值稳定性, 并可方便地通过对方程系数性质的分析了解

结构振动模态的性质。利用上述的分析原理和求解方法,进行了简化的大小叶片整体叶盘结构的计算, 计算

结果与有限元计算结果具有很好的一致性。
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Continuous Parameter Model and Vibration Modal

of Splitter Vane Rotor

YE Xian-lei, WANG Jian-jun, ZHU Zi-gen, LI Qi-han

( Schoo l of Jet Propulsion, Beijing Univ er sity o f Aer onaut ics and Astronaut ics,

Beijing 100083, China)

Abstract: T he cont inuous parameter model w hich was used to investig ate the splitter

vane rotor w as int roduced. T he blades of the model w er e Timoshinko beam and the disc w as

t reated as thin plate. The boundary condit ions and the cont inuity conditions w ere sat isf ied by

means o f ar tif icial spr ings int roduced betw een the disk and the blades, which great ly

simplif ied the cho ice of admissible funct ion in Ritz pr ocedure. T he model w as so lved by the

Ritz method, and the orthogonal polynom ials gener ated by the Gram-Schmidt process w ere

employed as admissible funct ion for both disk and blades. With this approach, the matr ix

derived fr om kinet ic energ ies becomes diag onal and numerical manipulation can become easy

and stable. At last , a split ter v ane rotor st ructure wass invest igated using the Combined

M odel o f the present w ork. Some results w ere compared w ith those obtained by professional

FEA so ftw are ANSYS. Ver y good ag reement among the results is demonst rated.

Key words: aero space propulsion sy stem; technolo gy of split ter ; blisk st ructur e;

cont inuous parameter model; vibr ation modal



　　随着燃气轮机在工业领域的广泛应用, 出于

提高效率的要求, 不断有新的设计思想涌现,大小

叶片技术是轴流式压气机的最新前沿技术, 目前

美国已将该研究作为关键技术之一列入到

IHPT ET 计划中。北京航空航天大学从 1996 年

起对这项技术进行了系统深入的研究,取得了突

出的效果。大小叶片技术目前仅有中美两国进行

了较为深入的研究,而且均处于气动布局的设计

和试验验证阶段,作为具有特殊子结构的周期对

称结构对振动特性的研究基本上是空白。因此必

须从这种结构的本质特性出发,在充分考虑一般

整体叶盘结构振动特性研究的理论与方法的基础

上进行较为全面和系统的研究。

大小叶片整体叶盘结构的基本结构特征在

于: ( 1)它是一种有别于一般形式的特殊周期对称

结构, 其特殊性表现在它的每一子结构是由具有

大叶片、小叶片和相应的扇面组成,从而其周期性

的振动模态和振动响应将具有特殊的结构特征和

形态; ( 2)由于这种盘片结构一般是整体的叶盘结

构,所以必须将叶片和轮盘作为一个耦合的振动

系统进行研究。

对于一般叶盘耦合振动问题, 人们提出了许

多不同形式分析模型[ 1～4] ,如集中参数模型、分布

参数模型和有限元模型等。其中,集中参数模型是

由集中的无弹性质量元件和无质量的弹性元件组

成的离散参数的力学模型。这种模型简单, 难以模

拟叶片和叶盘结构的复杂的振动特性和振动耦合

特性。有限元模型求解是一种数值方法,可以对实

际的叶盘结构进行具体计算,不便进行特性讨论。

连续参数模型有两种情况, 一是用用梁模拟叶片,

在梁间设置弹簧元件模拟叶片间的耦合 [ 5] ; 另一

种是分别用梁元件和板模拟叶片和轮盘,形成叶

盘结构的梁板组合模型
[ 6]
。但是这些研究往往采

用较为简单的梁元件, 而且对于复杂结构在进行

数值计算时往往存在较大困难,从而难以描述复

杂几何形状的叶片。

前述的所有研究均是考虑一般叶片轮盘结

构,大小叶片叶盘结构均未涉及。

本文采用连续参数模型研究采用大小叶片的

叶片轮盘结构的固有振动模态问题, 用薄板模拟

轮盘, 用 T imoshinko 梁模拟叶片, 在叶片和轮盘

间引入弹簧元件模拟它们的耦合关系, 采用

Gram-Schmidt正交多项式作为盘和叶片的容许

函数进行连续参数模型的离散化。所得到的频率

方程求解过程简单,而且可以较为方便地通过对

方程系数性质的分析了解结构振动模态的性质。

利用上述方法, 文章进行了简化的大小叶片整体

叶盘结构的计算,计算结果与有限元计算结果具

有很好的一致性,从而表明了本文给出的分析模

型和求解方法是可靠有效的。

此外, 本文方法的优点之一是不仅可以计算

大小叶片的叶片轮盘结构的耦合模态振动, 而且

可以用于计算一般叶片轮盘结构的耦合模态振

动,同时还可以用来研究各类叶片轮盘结构在失

谐时的耦合模态振动, 并可以考虑叶片带冠和凸

肩的情况。

1　理论分析

1. 1　模型描述

　　设简化的叶—盘结构如图 1所示,结构的整

体坐标系( r , �, x 1) ,坐标原点位于轮盘的中心 Cd ,

盘中面上各点沿 x 1方向位移为 ud ;叶片的局部坐

标系为( x 1i, x 2i , x 3i ) ,坐标原点为叶片根部质心 C i

( i= 1, 2,⋯, P 是叶片个数) , x 3i沿轮盘径向,叶片

各截面在局部坐标系中的平动位移分别为 u
0
1i,

u
0
2i , u

0
3i, 截面倾角为 �1i, �2i, �3i, 它们均是 x 3i的函

数。同时我们假定叶片根部质心位于盘中面上。轮

盘内径为 b,外径为 a, 厚度为 h; 叶片长度为 L i,

叶片在盘上的安装角度为 �i; 在盘和叶片连接处

引入模拟叶片和轮盘在离面方向上耦合作用的连

接弹簧, 其中平动弹簧和转动弹簧刚度分别为

K T
i
和 K R

i
; 结构以角速度  绕 x 1轴旋转。

1. 2　旋转状态下叶片和轮盘的能量方程

　　在叶片轮盘结构耦合振动时, 叶片和盘的应

变能U b, U d ,离心势能V b, V d , 动能 T b , T d 以及连

接弹簧的弹性势能 U s分别为:

Ub = �
P

i= 1

1
2∫L i

{E iA iu
0′2
3i + E i( I

0
11i�′22i - I

0
12i�′1i�′2i ) + E i( I

0
22i�′22i - I

0
12i�′1i�′2i) +

G iA i ( u
0′2
1i + u

0′2
2i + �2

1i + �2
2i - 2u

0′2
1i �2i + 2u

0′2
2i �1i ) +

G iI
0
3i�′23i + G iA i( x

0′2
1i + x

0′2
2i ) �2

3i - 2G iA i �
[ ( u

0′
2i + �1i) x

0′
1i - ( u

0′
1i + �2i) x

0′
2i ] �3i} dx 3i ( 1)
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图 1　叶片轮盘结构模型

F ig . 1　The blade-disc structure
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#d

2∫
a

b∫
2!

0
( u�d ) 2rd�dr ( 6)

Us =
1
2 �

P

i= 1
K T

i
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0
1i ) 2 + K R

i
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-
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0
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2
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i
, x
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( 7)

式中: I
0
11i , I

0
22i , I

0
33i , I

0
12i分别为叶片各截面对于其

形心轴的惯性矩; ( x
0
1i , x

0
2i )为截面质心坐标, 它们

也是 x 3i的函数; x
-s

1i= x
s
1i- x

0
1i , x

s
1i为截面弯曲中心

在 x 1i方向坐标值; D d 为盘的抗弯刚度; ∃r , ∃�分别
为等厚轮盘在离心力作用下的径向和周向应力分

布。

引入一些无量纲量:

%= r / a　,　&i = x 3i / L i

∋= b/ a　,　(i = L i / a
( 8)

　　当整体叶盘以频率 )自由振动时, 根据小变

形理论的运动叠加原理, 假设盘和梁的位移方程

为:

u
0
1i ( x 3i, t ) = aU 1i(&i) sin )t

�1i( x 3i , t) = aW 1i (&i) sin )t

u
0
2i ( x 3i, t ) = aU 2i(&i) sin )t

�2i( x 3i , t) = aW 2i (&i) sin )t

u
0
3i ( x 3i, t ) = aU 3i(&i) sin )t

�3i( x 3i , t) = aW 3i (&i) sin )t

ud ( r , �, t) = aU d ( %, �) sin )t

( 9)

其中,假定盘的振型为:
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U d ( %, �) =

�
M

m= 1
�

N

n= 0
∗m( %) ( A

c
mmcos n�+ A

s
mmsin n�) ( 10)

　　叶片各个方向的振型:

+,i = �
M i

+,

m i
+,
= 1

B
+,i
m

i
+,
−

+,i
m

i
+,
(&i) ( 11)

　　这里, += U , W ;,= 1, 2, 3; n表示轮盘振动的

节径数( n= 0,为节圆振动) , M 和 M
i
+,分别表示盘

和片李兹基底的维数, ∗ m( %)和 −
+,i
m

i
+,
( &i )为 Gram-

Schimidt 过程构造的正交多项式
[ 6]
; A

c
mm, A

s
mm,

B
+,i
m i
+,
为待定系数; i= 1, 2,⋯, P。

1. 3　频率方程和叶片轮盘结构的耦合振动模态

　　将方程( 9)代入方程( 1)～( 7)并应用拉格朗

日方程:

L = ( T d + tb ) -

( Ud + Ub + V d + V b + U s) ( 12)

　　根据最小位能原理,在保守系统中,能确定系

统位移状态的广义坐标应能使系统位能取得最小

值,即:

 L
 A

c
kl
= 0　,　

 L
 A

s
kl
= 0　,　

 L

 B
+,i
si
+,

= 0 ( 13)

其中:

k = 1, 2, ⋯, M　; 　l = 0, 1,⋯, N　; 　s
i
+,= 1, 2,⋯, M

i
+,

　　由此得到系统的频率方程:

U
cc ( kl)
mn U

sc( kl)
mn - U

c( kl)

m
i
+,

U
cs ( kl)
mn U

ss( kl)
mn - U

s( kl)

mi
+,

- U
c ( si+,

)
mn - U

s( si+,
)

mn U
s( si+,

)

m
i
+,

A
c
kl

A
s
kl

B
+,i
si+,

= . 4

T
c( kl)
mn 0 0

0 T
s( kl)
mn 0

0 0 T
si+,
m

i
+,

A
c
kl

A
s
kl

B
+,i
si+,

( 14)

　　由此将问题归结为矩阵特征值问题,其中无

量纲频率参数 . 为此方程的特征值, 待定系数
A

c
mn , As

mn, B+,i
m

i
+,
为特征向量。其中子矩阵 T

c ( kl)
mn ,

T
s( kl)
mn , T

si+,
m

i
+,

为对角阵。各个子矩阵元素所在的行由

矩阵上标括号中的符号确定,列由矩阵下标确定。

在式( 14)中, 子矩阵 U
c (kl)
m i
+,
, U

s( kl)
m i
+,
, U

c ( si+,
)

mn , U
s( si+,

)
mn

与叶片振型有关,前 4个子矩阵分别反映了盘对

称模态和反对称模态对叶片的影响。而子矩阵
U

cc ( kl)
mn , Uss( kl)

mn , Usc( kl)
mn , Ucs( kl)

mn 与轮盘振型有关: Ucc( kl)
mn 确

定的是轮盘的对称模态振型; U
sc ( kl)
mn , U

cs( kl)
mn 表示了

轮盘振动过程中对称模态和反对称模态的耦合;

U
ss( kl)
mn 确定的是轮盘的反对称模态振型;其中子矩

阵 U
cc ( kl)
mn , U

ss( kl)
mn 分别含有以下的项:

�
P

i= 1
[ K

0
T

i
∗ m∗ k + K

0
R

i
∗′m∗′k ] co s n�ico s l�i %= 1 ( 15)

�
P

i= 1
[ K

0
T

i
∗ m∗ k + K

0
R

i
∗′m∗′k] sin n�isin l�i  %= 1 ( 16)

表示叶片对盘振型的影响; 而子矩阵 U
sc (kl)
mn , U

cs( kl)
mn 表达式分别为:

�
P

i= 1
[ K

0
T i∗ m∗ k + K

0
Ri∗

′
m∗′k ] sin n�icos l�i %= 1 ( 17)

�
P

i= 1
[ K

0
T

i∗ m∗ k + K
0
R

i∗
′
m∗′k ] cos n�i sin l�i %= 1 ( 18)

　　这里, �i= 2!( i+ 1) / P ,式( 15)～( 18)中的 K
0
T

i , K
0
R

i对于各叶片来说都是相等的, 另外本文主要讨论

大叶片和轮盘的耦合模态振动, 即 i= 2k- 1( k= 1, 2,⋯, P / 2) , 所以需要讨论的是:

f cc ≡ �
P/ 2

k= 1

cos n�( 2k- 1)cos l�( 2k- 1) = 1
2 �

P/ 2

k= 1

cos 4!( n + l ) k
P

+ cos 4!( n - l ) k
P

( 19)

f ss≡ �
P/ 2

k= 1
sin n�( 2k- 1) sin l�( 2k- 1) =

1
2 �

P/ 2

k= 1
cos

4!( n - l ) k
P

- co s
4!( n + l) k

P
( 20)

f sc ≡ �
P / 2

k= 1
sin n�( 2k- 1) cos l�( 2k- 1) =

1
2 �

P/ 2

k= 1
sin

4!( n + l ) k
P

+ sin
4!( n - l ) k

P
( 21)
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f cs ≡ �
P / 2

k= 1

co s n�( 2k- 1) sin l�( 2k- 1) = 1
2 �

P/ 2

k= 1

sin 4!( n - l ) k
P

- sin 4!( n + l ) k
P

( 22)

表 1　叶片数和模态形式的关系

Table 1　The relationship between blade number and the modal

P/ 2 n, l f cc f ss f cs f sc 模态类型

奇数

kP/ 2

kP / 2±i, i= 1, 2, ⋯, P / 4

其他

P / 2

P / 4

0

0

- P / 4

0

0

0

0

0

0

对称( S )

退化 ( D)

无耦合

偶数

kP/ 2

( 2k+ 1)P / 4

kP / 2±i, i= 1, 2,⋯, (P/ 2- 2) / 2, P> 4

其他

P / 2

P / 2

P / 4

0

0

0

±P / 4

0

0

0

0

0

0

0

0

0

对称( SS)

反对称( SA )

退化 ( D)

无耦合

　　分析表明:只有当 n±l = 0, P / 2, P, 2P, ⋯,

时,式( 19)～( 22)中的一些项才可能取得非零值。

表 1是 n和 l 取值和可能出现的模态形式的对应

关系( k 为任意整数, n 为节径数, SS 和 SA 为对

称型模态和反对称型模态) ,通过表 1可以发现,

系统振型和叶片数是有关系的,只有当叶片数目

和盘振型节径数满足一定关系时, 才会出现盘片

耦合振动。

一般说来, 由于 f cs , f sc对于所有的 n, l 的组

合都是零,这说明对称模态和反对称模态是彼此

独立,毫不相干的,因此它们可以独立存在于对应

于退化模态的同一特征值。若考虑失谐,即 K
0
T

i
,

K
0
R

i
或者叶片的其他的一些参数不再相等, f cs , f sc

不再为零,则对称模态和反对称模态就会存在耦

合,这种结果就会导致特征值分离的现象。这方面

详细的讨论将另文进行。

2　数值计算与分析

　　利用前述的方法, 对一简化大小叶片的叶片

轮盘结构进行计算,表 2为计算模型参数,各常数

取值为 M = 6, N = 20, M
i
+,= 20, K

0
T

i
= K

0
R

i
= 10

6
。

为检验本文方法的可靠性, 利用 ANSYS 程序进

行了相应的有限元计算, 单元类型为 3D 实体单

元 SOLID45,采用周期对称模型计算, 单元数目

为 1026。

计算得到的各阶固有频率见表 3。计算中考

虑了静频和两种转速下的动频,相应的有限元计

算结果也列于表中。为表示叶片和轮盘耦合后的

变化,所计算的轮盘和大、小叶片本身的各阶固有

频率也列于表中。其中SS-j 表示第 j 阶对称模态

(关于节径) ; SA-j 表示第 j 阶反对称模态(关于

节径) ; DSi-j 和 DA i-j 分别表示对称的和反对称

表 2　模型参数(叶片截面为矩形)

Table 2　Model parameter ( Rectangle cross section blade )

盘 叶片( i= 1, 2,⋯, 12)

a= 0. 15 m

b= 0. 012 7 m

h= 3. 24×10- 3 m

#d= 7. 86×103 kg / m

Ed= 200 GPa

∀= 0. 3

lL= 0. 092 m (小叶片长度 L S= L L / 2)

bi= 10. 140×10- 3 m

h i= 3. 24×10- 3 m

#bi= 7. 86×10- 3 kg / m

Eb i= 200 GPa

12 个叶片中:大叶片和小叶片分别 6个, 在圆周等间隔分布
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图 2　叶片轮盘耦合结构振型

F ig . 2　Vibraton modal o f blade disk

的退化模态, 需要注意的是,退化模态总是成对出

现的, i表示节径数, j 表示模态阶数。

从表 3中可以看到,叶盘耦合振动时有些阶

数频率非常接近盘的某些振型固有频率,这时叶

盘振型表现出来的形式就是主要是以盘的振动为

主,如表 3中前 6阶主要是盘在振动;有一些振型

频率非常接近于单个叶片的振动频率(这里主要

是大叶片的一弯振型) ,这时叶盘振型主要表现为

叶片在以较大幅度振动,而盘的振动较小,如表 3

的 DA1-2等振型,这在图 3上表现为 280 Hz 左

右的模态密集区;还有一些振型的频率则既接近

于叶片的某阶振动频率, 同时又接近盘的某阶振

型频率,这样的叶片振型表现出叶片和盘的强耦

合振动(主要发生在大叶片和盘之间) ,即叶片和

盘同时以非常大的振幅振动, 如表 3中的 SA -2,

其频率既接近大叶片一弯又接近盘( 0, 3)振型(零

节圆, 3 节径)频率, 其振型如图 2 所示。分析发

现,在叶盘系统的较高阶振动中,以小叶片振动为

主。

图 3　转速为零时频率图

F ig . 3　The relationship betw een frequency

and modal diameter
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表 3　不同转速下的固有频率(单位: Hz)

Table 3　The natural frequency on diff erence angle velocity ( Unit:Hz)

转速  / ( r / min)

模态

形状

0 10 000 20 000

本　　文

盘片

耦合
轮盘

叶　片

大叶片 小叶片

FEM
本文

方法
FEM

本文

方法
FEM

DA1-1

DS1-1

SS -1

DA2-1

DS2-1

SA-1

DA1-2

DS1-2

SS -2

DA2-2

DS2-2

SA-2

SA-3

DA2-3

DS2-3

SS -3

DA1-3

DS1-3

92. 49

92. 49

115. 76

141. 52

141. 52

205. 84

279. 78

279. 78

280. 50

296. 00

296. 00

350. 80

503. 73

630. 29

630. 29

665. 19

681. 38

681. 38

115. 35

115. 35

144. 58

194. 37

194. 37

435. 41

311. 93

( 1st)

1247. 69

( 1st)

92. 02

92. 02

116. 00

140. 88

140. 88

204. 02

277. 34

277. 34

278. 54

293. 82

293. 82

351. 00

501. 41

628. 54

628. 54

665. 64

678. 73

678. 73

192. 97

192. 97

179. 23

267. 95

267. 95

324. 58

412. 7

412. 7

408. 2

432. 46

432. 46

469. 22

658. 25

745. 85

745. 85

751. 40

770. 47

770. 47

196. 82

196. 82

182. 76

273. 14

273. 14

329. 32

413. 54

413. 54

409. 58

433. 03

433. 03

470. 25

661. 94

747. 13

747. 13

753. 85

769. 88

769. 88

348. 18

348. 18

281. 94

473. 61

473. 61

534. 71

654. 18

654. 18

643. 44

681. 29

681. 29

708. 94

985. 09

986. 96

986. 96

960. 77

1010. 28

1010. 28

357. 10

357. 10

289. 76

487. 81

487. 81

552. 08

664. 02

664. 02

654. 95

687. 80

687. 80

711. 91

997. 34

1016. 8

1016. 8

968. 07

991. 77

991. 77

　　分析发现,在图 3所示的模态密集区( 280 Hz

左右) ,叶盘系统振型是以大叶片为主的振动, 小

叶片和盘的振动较小, 这表明大叶片和盘之间耦

合较小;表 3中所列前 6阶振型是以盘为主的振

动,由于盘的振动, 虽然叶片没有振动,但此时叶

片通过盘之间的耦合还是很强的。

3　结束语

　　本文给出了进行大小叶片的叶片轮盘结构耦
合振动的固有模态特性分析的连续参数模型和相
应的数值求解方法。其主要特点是: ( 1)可以分析
整体叶片轮盘耦合结构的模态振动特性; ( 2)能够
通过对方程系数的分析来讨论整体叶片轮盘结构
的耦合和非耦合振型状态; ( 3)既可用于大小叶片

的整体叶片轮盘结构的耦合振动分析,也可用于
一般整体叶盘的分析, 还可以考虑它们在失谐时
的相应分析研究。

对典型的简化大小叶片的叶片轮盘结构进行
了相应的数值分析表明, 只有当叶片数目和盘振
型节径数满足一定关系时, 才会出现盘片耦合振

动。本文计算结果与有限元计算结果进行了对比,
结果表明本文计算结果是足够精确的。
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